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способ нахождения области расположения доми
нирующих полюсов системы автоматического
управления с заданными показателями качества
переходного процесса. Разработана методика по
строения границы области расположения домини
рующих полюсов.
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Таблица. Анализ вариантов расположения доминирующих полюсов
Расположение доминирующих 
полюсов
Полюса относительно области устойчивости
Внутри 
s1=–2+1j
s2=–2–1j
На границе 
s1=–2+2,39j
s2=–2–2,39j
Вне 
s1=–2+3j
s2=–2–3j
Передаточная функция
Прямые показатели качества σ=2,18 % tp=1,4 с σ=10,05 % tp=1,4 с σ=19,26 % tp=1,4 с
Расчетные показатели качества σ=2,18 % tp=1,5 с σ=10,05 % tp=1,5 с σ=19,28 % tp=1,5 с
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Введение
В реальных системах автоматического управле
ния (САУ) возможны случаи, когда некоторые их
параметры не известны точно, либо меняются в
процессе эксплуатации системы по заранее неиз
вестным законам, причем их значения в принципе
не могут быть доступны измерению. Если при этом
известны диапазоны возможных значений постоян
ных параметров или пределы изменения нестабиль
ных параметров, то в таких случаях говорят о пара
метрической интервальной неопределенности. Си
стемы, имеющие интервальнонеопределенные па
раметры, получили название интервальных систем.
Наряду с проверкой робастной устойчивости,
отвечающей на вопрос: устойчива интервальная си
стема или нет, для проектировщика желательно
также и робастное качество интервальной системы,
соответствующее расположению её полюсов в не
которой заданной области комплексной плоскости.
В литературе данная проблема рассматривается как
анализ робастной относительной устойчивости.
Понятие относительной устойчивости связано с
разнообразными вариантами расположения корней
интервального характеристического полинома со
ответственно возможным сочетаниям варьируемых
параметров в рамках фиксированных интервалов.
До настоящего времени исследования в этой
области велись преимущественно алгебраически
ми и частотными методами в двух направлениях:
формулирование необходимых и достаточных
условий и вывод сравнительно неконсервативных
достаточных условий относительной робастной
устойчивости. При этом основная часть публика
ций оперирует с результатами В.Л. Харитонова.
Для проектировщика важен инструмент, позво
ляющий производить анализ и синтез интерваль
ных систем автоматического управления. В каждой
конкретной области, как правило, существуют спе
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циализированные комплексы программ (КП), по
зволяющие проводить на персональных компьюте
рах исследования реальных систем управления и
автоматических устройств с использованием их
моделей. Наибольшее распространение в настоя
щее время получил пакет MatLab, позволяющий
выполнять как численные, так и аналитические
операции, и являющийся интерактивной системой
для инженерных и научных расчетов. В пакете Mat
Lab существуют библиотеки стандартных подпро
грамм для анализа и синтеза робастных систем, ос
нованные на различных принципах и критериях.
При этом следует заметить, что встроенные под
программы не используют корневые методы, хотя,
согласно [1], именно корневой подход при иссле
довании интервальных систем имеет существен
ные преимущества. Поэтому представляет интерес
разработанный на основе теории корневого годо
графа КП для анализа и синтеза интервальных си
стем. Такой КП получил название Корневой Ана
лиз и Синтез Интервальных Систем (RASIS).
Теоретические основы анализа робастных систем
Пусть характеристический полином интерваль
ной замкнутой системы имеет вид
(1)
где ai∈[aimin,aimax] образуют многогранник Pm, предста
вляющий собой прямоугольный гиперпараллелепи
пед с 2m вершинами (m≤n+1). Известно [2], что кор
невые показатели качества системы с интервальным
полиномом D(s) определяются образами вершин Pm.
Согласно [3], решить поставленную задачу анализа
локализации корней ИХП в усеченном справа секто
ре можно проверкой принадлежности этому сектору
образов всех 2m вершин многогранника Pm. Такая
процедура, безусловно, является весьма трудоемкой.
Однако следует заметить, что образы только некото
рых вершин могут принадлежать границам корневых
областей (назовем эти вершины граничными). Поэ
тому для уменьшения вычислительных затрат при
вершинном анализе локализации корней ИХП в за
данной области представляет интерес задача опреде
ления таких граничных вершин.
Введем в рассмотрение единичные векторы 
6
Ei
выходящие из начала координат под углами i.Θ0, где
i=0,1,2,...,n, а Θ0 – значение заданной максималь
ной колебательности. Согласно фазовым соотно
шениям, угол вектора каждого коэффициента легко
определяется без вычисления корней соответ
ствующего вершинного полинома. Очевидно, что
по взаимному расположению  
6
Ei можно судить о ха
рактере анализируемого узла Uq (образа соответ
ствующей вершины). Он будет принадлежать гра
нице корневой области, если векторы  
6
Ei всех интер
вальных коэффициентов будут располагаться в
угле, меньшем 180°. Наиболее просто и наглядно
проверить выполнение этого условия можно геоме
трическим способом, строя  
6
Ei на круговой диаграм
ме. На рис. 1 на примере ИХП с четырьмя интер
вальными коэффициентами показано возможное
расположение  
6
Ei для случая граничной вершины.
Заметим, что изменение предела коэффициента
с минимального на максимальный или наоборот
позволяет поворачивать соответствующий вектор
на 180°. Это дает возможность, выбрав один из век
торов крайним, расположить остальные векторы
желаемым образом. Следовательно, таким спосо
бом можно легко сформировать пределы коэффи
циентов граничной вершины Pm.
На основании анализа возможного расположе
ния  
6
Ei можно сделать следующее утверждение: если
для каждого из m коэффициентов ИХП построить
на круговой диаграмме в соответствии с фазовыми
соотношениями два противоположных вектора, то
любые m последовательно расположенных векто
ров будут лежать в угле, меньшем π, и, следователь
но, определять координаты граничной вершины Pm
(рис. 2). Таким образом, задавая направление вра
щения и выбирая в качестве начального каждый из
2m векторов, можно получить набор из 2m возмож
ных граничных вершин Pm.
Рис. 2. Диаграмма расположения всех векторов
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Рис. 1. Векторы граничных вершин
Для определения полного набора проверочных
вершинных полиномов следует учитывать следую
щее свойство границ областей локализации корней
ИХП. Реберные ветви могут входить в состав гра
ниц корневых областей как полностью, так и ча
стично, пересекаясь в определенных точках. При
чина последнего случая состоит в том, что ребер
ные ветви грани, образованной коэффициентами ai
и aj, пересекаются на луче, выходящем из начала
координат под углом ϕ=π=π/|i–j|. Поэтому Uq,
граничные в одном секторе, при переходе через та
кие особые лучи могут становиться внутренними в
другом секторе. Следовательно, необходим учет
данного факта при формировании набора гранич
ных вершин Pm. Для этого предлагается определить
особые лучи, лежащие в заданном угле γ. Углы осо
бых лучей находятся по формуле ϕ=π=π/(n–k),
k=0,1,2,...,n–2. Полное множество граничных вер
шин Pm является объединением множеств вершин,
полученных при различных значениях Θ0, лежащих
между особыми лучами. При этом количество
искомых граничных вершин Pm определяется фор
мулой 2(n+1+Σk
i=0
i).
Теоретические основы параметрического 
синтеза регуляторов робастных систем
Рассмотрим возможность параметрического
синтеза различных типов линейных регуляторов –
пропорциональных, пропорциональноинтеграль
ных и пропорциональноинтегральнодифферен
циальных (П, ПИ и ПИД), гарантирующих в роба
стной системе корневые показатели качества. В со
ответствии с реберной теоремой области локализа
ции корней интервального полинома ограничены
реберными ветвями корневого годографа. Для ре
шения задачи синтеза Прегулятора может быть
использована методика, основанная на уравнении
ТеодорчикаЭванса [3]. По этой методике можно
определить пересечения реберной ветви корневого
годографа с заданной границей при изменении
варьируемого параметра в известных интервалах и
тем самым найти допустимый диапазон возмож
ных значений коэффициента Прегулятора.
Однако на основе теоремы ТеодорчикаЭванса
удается находить пересечение ветви корневого го
дографа с заданной границей только по одному
варьируемому параметру, что не позволяет синте
зировать ПИ и ПИДрегуляторы, имеющие, соот
ветственно, 2 и 3 настраиваемых параметра. В свя
зи с этим необходимо разработать такие методики
синтеза указанных выше регуляторов, с помощью
которых возможно решение поставленных задач.
Пусть ПИрегулятор задан передаточной функ
цией:
где KП, KИ – настройки регулятора, а передаточная
функция объекта управления имеет вид:
где
Тогда интервальный характеристический поли
ном системы может быть записан в виде:
(KИ+KП.s).A(s)+s.B(s)=0. Приведем его к виду
(3)
где коэффициенты ck могут являться функциями
интервальных параметров объекта управления и
настроек регулятора. Интервальные коэффициен
ты ci образуют параметрический многогранник,
вершины которого определяются их крайними
значениями.
Из теории корневого годографа известно, что
если корень лежит на вещественной оси, то угол
выхода корневого годографа из этого корня соста
вляют 0 или 180°. Очевидно, что для того, чтобы ве
щественный корень интервального полинома дви
гался влево при изменении любых интервальных
коэффициентов, необходимо, чтобы углы выхода
по всем этим коэффициентам составляли 180°. На
бор интервальных коэффициентов, который обес
печивает данное требование, определяется на ос
нове следующего утверждения:
Утверждение. Если интервальные коэффициен
ты полинома заданы чередующимися пределами
c0
–c1–
c2
–c3–
..., начиная с максимального для c0, то дан
ный набор коэффициентов определяет веществен
ный корень, углы выхода корневых годографов из
которого по всем интервальным коэффициентам
составляют 180°.
Доказательство. Из основных фазовых соотно
шений теории корневого годографа известно, что
угол выхода из корня при увеличении ci можно
найти по формуле: Θiq=180°–Σng=1Θg+iΘ0, где Θg и Θ0 –
углы между вещественной осью и векторами, на
правленными из корня соответственно к gму по
люсу и к i нулям функции. Пусть полином (3) име
ет правый вещественный корень S*. Тогда для лю
бой пары комплексносопряженных корней и для
любого вещественного корня, лежащих левее S*,
на основе свойств корневого годографа можно за
ключить, что ΘP1+ΘP2=360°, ΘP3=0° (рис. 3).
Рис. 3. Пример расположения корней
0
0,
k
i
i
i
c s
=
⋅ =∑
0 0
( ) , ( ) , .
m n
i j
i j j j j
i j
A s a s B s b s b b b
= =
= ⋅ = ⋅ ≤ ≤∑ ∑
( )( ) ,
( )ÎÓ
A sW s
B s
=
( ) ,Ï ÈÐ
K s KW s
s
⋅ +=
Управление, вычислительная техника и информатика
63
Следовательно, угол выхода из корня S* при
увеличении ci можно найти по формуле:Θiq=180°+iΘ0, а при уменьшении Θiq=iΘ0. Таким об
разом, если интервальный полином будет иметь че
редующиеся пределы коэффициентов c0
–c1–
c2
–c3–
..., то
углы выхода из образа соответствующей этому
набору вершины параметрического многогранника
Pm будут равны 180°.
На основании данного утверждения можно сде
лать вывод, что минимальная степень устойчивости
интервальной системы может быть задана верти
кальной прямой, проходящей через вещественный
корень, соответствующий чередующимся пределам
коэффициентов интервального полинома (рис. 4).
Рис. 4. Задание минимальной степени устойчивости при
синтезе регулятора
Пусть минимальная степень устойчивости зада
ется корнем s*=α*. Введем информацию об этом
корне в полином (3), задавая в нем чередующиеся
значения bj и значение s*=α*. Выразив далее KИ че
рез KП, получим выражение:
(4)
где bjv – граничные значения коэффициентов поли
нома B(s), обеспечивающие чередование пределов
ci. Для дальнейшего синтеза ПИрегулятора полу
чим интервальный характеристический полином с
одним варьируемым коэффициентом
(KИ(KП,α*,bjv)+KП.s).A(s)+s.B(s)=0. После определе
ния допустимого интервала KИ (на основе решения
уравнения ТЭ), из него выбирается некоторое
значение KИ и по выражению (4) рассчитывается
значение второго настраиваемого параметра KП.
Пусть ПИДрегулятор задан передаточной
функцией:
где KП, KИ, KД – настройки регулятора, а передаточ
ная функция объекта управления имеет вид:
где
Тогда интервальный характеристический поли
ном системы может быть записан в виде:
(KИKП+KП.s+KИKП.s).A(s)+s.B(s)=0. Приведем его к виду
(5)
При синтезе ПИДрегулятора следует сначала
задать минимальную степень устойчивости системы
с помощью вертикальной прямой, проходящей че
рез вещественный корень, соответствующий чере
дующимся пределам коэффициентов интервально
го полинома, и выразить KП и KД через KИ. Далее
необходимо также задать максимальную степень
устойчивости (вертикальной прямой, проходящей
через вещественный корень, соответствующий про
тивоположным чередующимся пределам коэффи
циентов) и снова выразить KП и KД через KИ (рис. 5).
Рис. 5. Задание максимальной степени устойчивости при
синтезе регулятора
В результате получим систему уравнений:
(6)
Следовательно, f(KП,KД,c0
–c1–
c2
–c3–
...)=f(KП,KД,c0–
c1
–c2–
c3
–...).
Из этого равенства можно получить:
(7)
Подставив (7) и одно из уравнений (6) в (5), по
лучим характеристическое уравнение с одним на
страиваемым параметром KП. Сформировав и ре
шив уравнение ТеодорчикаЭванса, можно найти
интервал возможных значений KП. Выбрав некото
рое значение KП из этого интервала и подставив его
в (7), получим значение KД. И, решив (6) относи
тельно найденных значений KД и KП в (6), опреде
лим значение KИ.
Следует заметить, что синтез ПИД регулятора
по описанной выше методике позволяет обеспе
чить в интервальной системе доминантное распо
ложение корней ИХП. При этом доминирующим
является вещественный корень, принадлежащий
соответствующему отрезку, а область свободных
корней определяется границей, лежащей левее это
го отрезка. Такое расположение корней позволяет
гарантировать в системе апериодический переход
ный процесс при любых значениях интервальных
параметров объекта управления.
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Комплекс программ RASIS
КП RASIS создан в программном пакете Matlab
в виде mфайла. На рис.6 приведена структура КП
RASIS, содержащая подпрограммы для анализа и
синтеза интервальной системы.
После запуска КП в командном окне Matlab
можно увидеть список возможных операций ана
лиза и синтеза и выбрать среди них необходимую.
После интерактивного ввода всех входных параме
тров КП выполнит выбранное действие и отобра
зит результат в командном окне и/или в дополни
тельных графических окнах.
Приведем ниже назначение подпрограмм КП
RASIS.
Функция defineSectorApexes определяет возмож
ные граничные вершины для полинома с заданной
степенью интервального характеристического по
линома (ИХП) для заданной колебательности.
Функция defineTruncatedSectorApexes определяет
возможные граничные вершины для полинома с
заданными в степенью ИХП, колебательностью и
степенью устойчивости.
Функция isTInTruncatedSector проверяет, все
указанные вершины лежат в усеченном секторе,
ограниченном заданными колебательностью и сте
пенью устойчивости.
Функция defineMaxAlphaMinBeta определяет
максимальную колебательность и минимальную
степень устойчивости заданного ИХП.
При построении переходных процессов систе
мы используется встроенная в MATLAB функция
step. Параметрами выбираются вершины ИХП с
максимальной колебательностью и минимальной
степени устойчивости.
Функция edgeTheoremBuild строит все ребра
многогранника Pm с указанным количеством точек
на каждом ребре.
Функция findCrossWithBAndN находит точки пе
ресечения ветви корневого годографа, изменяю
щегося по варьируемой составляющей ИХП, с гра
ницами, заданными степенью устойчивости и ко
лебательностью.
Функция synthesBN находит минимальное и
максимальное значения варьируемого коэффици
ента, при котором корневой годограф ИХП входит
в заданную область, ограниченную максимальной
колебательностью и степенью устойчивости.
Функции синтеза П, ПИ, ПИД регуляторов ре
ализуется на основе вышеописанных подпрограмм.
Пример
Задан ИХП вида a2s2+a1s+a0+KT=0, где
a2=[0,1;0,15], a1=[1;1,5], a0=[0,1;0,2], KT – настраи
ваемый коэффициент. Необходимо определить ин
тервал KT, при котором все корни ИХП находятся в
усеченном секторе, ограниченном углом ϕ=°±45° и
минимальной степенью устойчивости α=2.
Запустив КП RASIS, выберем пункт «Определе
ние максимальных интервалов варьируемого коэф
фициента, обеспечивающих секторную устойчи
вость ИХП», введем необходимые входные данные.
После проведения вычислений, КП выдаст сле
дующее решение: KT=[2,5;3,1]. Проверим правиль
ность полученного решения, построив многопара
метрический интервальный корневой годограф.
После выбора соответствующего пункта в КП RA
SIS, получим результат, представленный на рис. 7.
После построения годографа КП выдает сле
дующие численные значения: минимальная сте
пень устойчивости: –2 в вершине: [0,1;1,5;2,6],
максимальная колебательность: 0,79 радиан (45°) в
вершине: [0,1;1;3,33]. Из рис. 7 видно, что все кор
ни ИХП располагаются в желаемой области при
любых значениях интервальных коэффициентов.
Заключение
Для анализа и синтеза интервальных систем раз
работан комплекс программ RASIS, содержащий
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Рис. 6. Структура КП RASIS
разработанные авторами методики, позволяющие
гарантировать заданную робастную устойчивость
при любых изменениях объекта управления в за
данных интервалах. Описанные методики основа
ны на робастном расширении теории корневого го
дографа. Алгоритмы реализованы в программном
пакете MatLab и представляют простой и удобный
интерфейс для решения поставленных задач.
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Рис. 7. Многопараметрический интервальный корневой годограф
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Одной из актуальных задач теории автоматиче
ского управления является повышение функцио
нальных возможностей систем автоматического
управления за счет их адаптации к изменяющимся
параметрам объектов управления. Поэтому все бо
лее широкое применение получают системы упра
вления, имеющие такие возможности. Их постро
ение связано, как правило, с решением задач иден
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